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II. Solutio Centralis Prohhmatis XV. propofiti a D. de Moivre, in 

tratfatu de Menfura Sortis inferto Attis Phiiofophicis Anglican 
nis No 319. pro numero quocunque Colluforum : per D.Nicolaum 
Bernoulli, Bafilienfem, Reg. Soc. Sodalem. 

CU M Method us (ynthetica, qua ufus eft D. de Moivre 
ad inveniendatii cujufque Goiluforis fortem, in ufum 
verti nequeat tuncquando plures quam tres funtcoliufores, ob 
Vix perfpiciendam legem progreflionis fcrierum quae (e offe- 
runt; oftendam hie quo modo Analyfis in ejufmodi Proble- 
matibus, ubi depofitum continuo augetur, adhiberi queat ? 
eumque in finem demonftrationem dabo analyticam trium 
Theorematum, quae inveni, & quidem diu ante vifum 
D. Moyvr<ei libellum de Menfura Sortis, occafione triplicis 
quseftionis mihi ab amico circa ludum hunc, quern Galli vocant 
U Jeu de la ?oule % propofitae, pro inveniendis foil, probabilitate 
vincendi, lucro item vel damno cujufque Colluforis, & dura- 
tione eertaminis. 

THEOREMA 1. 

Si Collufbres aliquot A, B, C, D, E, &c. quorum numerus 
eft »+ , 'i" & dexterkates funt aequales, deponant fmguli 1, 
& iftis conditionibus certent. i°. Ut illorum duo A & B ludum 
incipiant* x°. Ut \idus locum fuum tertio C cedat, ita ut ille 
certius C jam cum vi&ore cjontendat, quique ex hoc certami- 
ne vi&or evaferit cum quarto D ludat, & ita deinceps. 3 . Ut 
ille depofitum totum obtineat, qui omnes collufores fuccefllve 
vicerit. Dico probabilitates vincendi duorum quorumlibet col- 
luforum fefe immediate in ordine ludendi fequentium efle in 
ratione 1 -^x n ad z n , adecque cxpedationes lulorum A (/?), 
C, D, 2?, &c cfle in progreflione Geometrica. 

\£ Demon* 
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Demonflratio. 

Ponantur expe<ftetiones vincendi ipfius Avcl B — a, ipfius 
C = r, ipfius D — d, ipfius £=*, &c. Porro cu^ accidere 
poffit, ut coilufbr aliquis prima vice in ludum intrans inveui- 
at adverfarium qui vel nondum, vel femel, vel bis, vel cer, 
&c. jam fucceffive vi&or extitic, vocetur expedatio luferis 
illius primo cafu =:z t fecundo=j, tertio=^, quarto =^ 
quinto^=f, &c. Item cum coll ufor aliquis vinci poffit ab 
adverfario qui antea jam vel nullum, vel unum, vel duos, vel 
tres, &c collufores fucceffive vicit, itautexiens eluderelin- 
quat adverfarium qui vel femel, vel bis, vel ter, vel quater 
&c. vi&or extitit, vocetur expe&atio feu probabilitas vinc^ndi 
ejus qui exit e iudo primo cafu — h, fecundo = £, tertio —l 3 
quarto = m, &c* Hifce omn'bus pofitis habebuutur (equen- 
res novem feries scqwationum fignatse N°. i. N°. z. N°. 3,&c. 
ufquc ad N°. 9. Tab. I. Ratio eas inveniendi breviter lisec eft. 

111 

Inter sequationes N. 1 °. reperitur ex. gr. f= — t + r- * -f- - x 

1 

+ —y. Nam collulbr F certabit vel cum collufore A, vel B, 

vel C, vel D, vel £ : ut primum vel fecundum contingat, 
oportetut veL4 vel B quater fucceffive victor exiftat,cujuseveiv» 

x 1 

tus probabilitas eft —■ - feu ~ : Ut tertium contingat opor- 

16 o 

tet ut Cter vi&or exiftat, cujus eventus probabilitas eft eti- 

x 

am — ; Ut quartum contingat oportet ut D bis fucceffive vin- 

4 
oportet ut E femel vincat, cujus eyentus probabilitas eft — ; 

ergo 
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i i t 

ergo luforis F probabilitas vincendi eft = ~ t+ -— # -*-~Af 

Hh — - y- Sic inter aequationes No. x. eft, ex. gr. x — — 
2 2 
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4- — + — -f — + • ,xU-^x It Collufor enim 

4 8 ' 16 % n % n 

qui certat cum adverfario qui jam bis (ucceffive vi&or extitit, 

vincere poteft vel omncs collufores, vel aiiquos, vel nullum. 

r* ttt/, 1 Ill 

Prioris eventus probabilitas eft — , fecundi \- — -f- — f* 

% n 4 8 16 

i i 

. . ♦ — 9 & tertii — ; fi primus eventus contingat, probabilitas 

vincendi evadit certitiido Integra feu i ; fi fecundus, exit eiu- 
do relinquens coiluforem qui femel vicit; fi tertius, exit e 
ludo relinquens coiluforem qui ter fuccefiive vicit ; adeoque 

I I I I II 

fors ejus totalis clt — - ^ /+ — + v+ ~ * • • ~ * *+~~ x *• 

% 4 o 1 6 % n % n 

Siraili ratiocinio inveniuntur aequationes N°. 3. Colfti- 

for enim qui vi&us ab adverfario exit e ludo, relinquens ex.gn 

coiluforem unius tantum ludi vi&orem, acquirit fortem vei 

ipfius C, vel ipfius D, vel ipfius £, vel ipfius F, &e. prout 

adverfarius a quo vi&us eft vincit vel omnes collufores prater 

unum, vei omnes prseter duos, vel omnes prater tres, &c> 

. . , , 1 . 1 " 1 1 

unde fequitur quod h — — - * c H x d 4- - — * 1 4* — - 

* x 2 n — l 2 n **" -1 % n ~* 2 n " 4 

xf-\-fkc. ^quationes N°. 4. inveniuntur fubtrahendo aequa- 
tiones N°. i. ab invicem : & scquationes N°. 5, fubtrahendo 
aequationes N°. 3. ab invicem. iEquationes N°. 6. inveni- 
untur fubftituendo in acquationibus N°. 4, valores inventos 
per aequationes N°. y. i&quationes N°. 7. inveniuntur qux- 
rendo valores ipfarum z,y, x 9 u y &c. per arquationes N°. u 
Et his valoribus fubftitutis in asquationibus N° 4. habebuntur 
oequationes No 8> qu^ comparatse cum sequationibus N .^ 
x U 2 dant 
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dmt se<|uationes N*. 9* ex quibus fequitur quod 1 + *<*• i* : t 
1 1 4 : c : ; c : d : ; d : ^, &c Qis. £>. 

Corolfarium. 

Hiftc faci'e inveniuntur probabilitates vincendi fingulorum 
Colluforum, quas habent turn ante ludum inceptum, turn in 
quolibec ftatu in quern ludum profequendo pervenire pofiunt. 
Si tint, ex gr. tres coilufores A, B, C, erit n~ 2, & 1 -J- 2" : % n ; : 
j. 4 : : &< € : id eft, probabilitates vincendi ipforum A, B, C, 
antequam A vicerk 5, vel B viceric A, fe habent ut numeri 

5 5 4 

5* J* 4>adeoque ipfe probabilitates funt — , ■ . omnes c- 

14 14' 14 * 

aim fimul fumptx facere debent 1 feu certitudinem integram. 

Poftquam A vicerit B, probabilitates vincendi ipforum B, C, A 9 

eftint h y jrfeur, & (quia ^arqualem habet expedationem ad 

vi&oriam, & ad fortem ipfius B obtinendam) refpe<3ive, 

hoc eft, quia per seq* 1. N° j. & — x ^ == — r> & r = — = 

z n ~ L % 14 

2 t , . • • II4 

— ut modo inv6ntum, hx probabilitates erunt — , — , ~, ut 

7 7 7 7 

D* de IHoivre invenit Coroll. 1. Prop. 1 5. pag. 141. 

Si fint quatuor coilufores A, B, C, A erit = 3, & 1 -f 2 ** 

a" : : 9, 8, adeoque probabilitates colluforum ab initio ludi 

ft 8x8 
erunt ut 9, 9, 8, - — ~, five ut 8 1 ,8 1, 71, 64, ^?<r 4?, ipfs ^ ^ 

v 

81 81 71 64 

<r, af, erunt — -, — -, — - & — ~. Poftq*am A vicerit B, pro- 

298 298 3,98 298 r 

babilitates ipforum B, D,C, A, erunt h y d, c> - — , eftau- 

4 
1 1 t 1 

tern per a:q. t. N°, 3, £ ~ — * ^ Hr — * ^Z— — c +— <£ 

x X 42 
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g s- — - -_ **_ v & ,/ — — - «_. . — % ut m do inventum : 
298 149 X9S 149 

ergo hx probabilitates erunt — , — , < — *, — refpe&ive. 

*4$ M9 H9 M9 
Poftquam A vicerit 1? & C, probabilitates vincendi ipforum 

C,B,D 9 A 9 crunch — f at,- , feu (quia per xq % N°. 3* 

* = ~-r*rf= — ^, &perseq. 3.N*.7.*--i d — c)- — , — 

— — , — . Et nota quod calculi bonitas confirmetur ex co, 
149 149 

ouod fumm# harum probabilitatum, hoc eft, — f~ -— + -L in 

7 7 7 

t o *? 3 Z 36 S<5 16 

priori exemplo, & - — ■ -f — \ — . 4. ■ — f nee non — 4- 

149 149 M9 149 149 

18 18 87 

\* — 4 in pofteriort exemplo, (ingulf fine = 1 feu 

149 149 149 

certitudini iotegrx. 

THEORBMA ML 

Pofitis quae prius & infuper hac conditions, ut vi<3us (em- 
jper mul&etur fumma />, quae depofito augendo inferviat; 
quod depofitum fie gradaeim audium iiii foli cedat, qui omni- 
um fuceeffive colluforum vidtor extiterit ; denotatis etiam ut 
afltea per literas minufculas a, c,d, e, &c. probabilitatibus 
vincendi ipforum A (vel B), C, D 9 E, &c. refpedti ve .• per eat 
d^mvero literas majufculas A t C y £>, E, &c. ipforum A (vel 
B\C $ D,E, &c. expedationibus, hoc <?//,portionibus depofiti 

quas finguli expe&ant : Dfco, fore Temper C = + a P x% ~Mp 

X D^ 
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_ C+cP*x»—ndp « D + dpxx*~Lnep, 

jj— ii — . |i f & ~— ■■ • ; ■ " • .■ % 

I T Z* ITi* 

Demonftrati^ 

Denotetur ut prius per literas minufculas z,y,x,u,t, &c. 
probabilitas vincendi ludentis cum adverfario* qui jam vel 
nullum, velunum, vel duos, &c collufores fucceffive vicit; 
per eafdem vero literas majufculas Z, T, A*; V t T, <&c ejus ex. 
pedtatio, quam fciL habet diverfis illis cafibus, depofito exi~ 
ftente n\> i^/H** 4 p, n<\> i +2/>, #«+ i + 3 p> &c. refpe- 
dive. Sic etiam per liceras minufculas k k, /, m, &c. denotetur 
probabilitas vincendi luforis vi&i ab adverfario, qui antea 
vel nullum, vel untrm» vel duos, &c. collufores iiicceffivc 
vicerat; quern ad mod urn per literas majufculas H 9 K, L, y?//&c 
ejufdem expedatio diverfis illis cafibus, depofito exiftenxe n-f-i 
-\-p, + 1+ 2 p. »-\? 1 + 3P> &c. refpedive. His pofitis iifdem 
quibns antea ratiociniis invenientur fequentesduodecimasqua* 
tionum feries m-Tab. II. fignatte N°. u N°; 2. N°. 3, &c. Inter 

aequationes N°. l.ex.gr. eft£ — — + \ —• 

4 4 ^ 

Lufor enim is ludet vel; cum lufore A, vellufore S, vel C, vel 

D. Si ludit cum A vel B, expe&atio ejus erit = U 9 quia ludit 
cum adverfario qui jam tres adver&rios vicit, depofito exi- 
(tente n\ 1 +3:p- Si ludit cum lufore C, expe&atio ejus eric 
= Jf+xp, ludit enim cunt adverfario qui; jam duos collufo- 
res vicit/ adeoque fi depofitum eflet #4- 1 + */> ejuSiex- 
peftatia eflet =.JT: verum quia ludente£ depofitum , eft = 
n *f 1 -4- 3 f> ob tres collufores vi&os & fumma ^ mul£tatoSi 
addenda eft expediarioni Jfportio Hla mul&e unius p, quam 
lufoE £ iperare poteft ; eftautem kec portio(quia probabilitas 
ejus vincendi eftx>= xp, ejus igitur expe^atio totalis tunc 
erit= JT+xp. Sic fi ludit cum lufore D, expedtatio ejus erit 
— T-f x Jp • additurad T(qux eflet ejus expe<2atio depofi- 
to exiftente n f 1 f p) poxtio tj /, qu# ipfi debetur dc duabus 

mul&is 



ihufcJHs 3 ?i quta depofitum n + 1 -f 3 ^ majus eft quam 
#4- 14- />> Simili modo habentur # quationes N° # % . 3 .4. & 
5; Subftifuendo autem primam arquacionem N°. x. Tab. I in 
aeqpationibus N°. 4, habentur arquationes N°.6. Etfubftitu- 
endo primam asquatienem N°. 3. Tab. I. in aequationibus N°. 5*. 
habentur sequationes. N°. 7. quibus dein in aequationibus No & 
fubftitutis habentur aequatrones No. 8. ^Equationes N° 9. inve- 
nittntur quaerend© vaJores ipfarum Z,T,Jf 9 i7 3 fkc per rrquationes 
N°. 1. TabX & M vel N° %. tab II. & NT. 7. 7i*. I. Et his valo- 
ribus fubftitutis in aequationibus N°. 4. habentur asquaticncs 
N°."'io. Quae comparator cum aequationibus N°. 8 (m quibus 
pro z. fubftitUatur a, per 1. #q. Tab. I.) dant aequationes 
N°. II. Et hx asquationes N°. 1 1. comparatae cum aequationi* 
bus N°. 9. Tab. I. dant arquationes N°. lx, qu* conftituunt 
Theorema, quod demonftrandum erac. 

Goroltarium* 

Mine quoque facile inveniuntur finguldrum Collufbrum for* 
tes ftu expe&ationes, ipforumque adeo lucra vel damna* 

^■■WIIIIH 1111 «IHW 

Sinter. trescoMbres^, B,C: eritC = ^^ x> '~»/? 

I.-fr.x". 

rr: (ob # — */ — — . — (pb 4 = — « ff^=>. ~— 

* ■ . M 7 

4 A ~r % p 

per coroll. Theor. x.) : — . Unde cum omnium rrium 

5 
expe&ationes fimu). fumptaj, id eft^A-VA-^C aequarc debt- 

anc id quod *ab initio depofitum fuic, idtfi 3, erit a ^ 4, 

4.4+ ?/> 14 <*+^_ - . . 

• — - — =3 — ; — —3, & 14 A =- 15— 7 p, Set 

^,= — -— ■ — p— expedtationi luforis A vel £;: proiniisG 

J4 49 

expe&atio luforis tertiiC=2- -= — -f — p. A qui* 

5 7 49 

* X * bus 
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bus expe<3:ationibu§ fi fubtrahatur i, id quod ab initio fingu* 

li depofuerunt, remanebit ibl —•—-—/>, hie — p — — : 

14 49 49 7 

quemadffiodum D At Moivremvemt. Exempt, 2. Sint collufo- 

* n r r% ^ A -+ ap x 2 n —ncp r , . 

res 4, A, B, C, D, era C — ■ — — ~ £ = (ob n =3) 

I ta f~" 2r 

=(ob*=— s& < "= ■ i — , per coroll. 
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9 298 149 

i£±!iizil£ = cob ^ ii^d. 1 J)l£±if = 

9 149 9 

-~Z — —^4 : unde habebitur aequatio ^A^C^D—xA^ 

8 A + % p § 64 A + ^ /> 298 g+jg / r 

L_1L£ 1 -I — 3= — _-~ — rr 4, flVC 149 -4 

9 9 81 

, 2700 162 2700 

4- /> = itfj^ & i4 — — — ■ — p. HinC C =s 

1 49 I49 2X101 

«-* + £? 1.44 , *n7« „ , n _ g4£+ %rV_ ,2 * 

9 149 22201 81 149 

^ z — i|, Subtrada autcm unitate 1, quamfinguliabini- 
22201 

1 } 2700 

tio ludi depofuerunt, remanebit — — - p pro luforc 

149 21201 

^vel£, — — -p ^-proC,& p pro D; 

2l20i r 149 2X2CI/ I49 

quae fingula indigitabunt lucrum vel damnum, prouc pars 
affirmata ,praepollet negate, vel contra. Simili ratione ha- 
bebuntur etiam fortes qua* acquirunt in quolibet ftatu in quern 
ludum profequendo pervemre pofiujit. 

THE O 



( »4* ) 

THEOREMA 3. 

Pofitis qu# prius, fi adfint fpe&a tores g^ /?, 5, T, C/ 9 &c. 
quorum numerus fit n unkate minor quam numerus collu fo- 
rum, quorumque prior ^ afffrmet certamen finitum iri poft 
n-\-p ludos perados, R poft n*\-f — 1, £poft# +'p ~ 2, 
7"poft#+*/> — 3> 27 poft #+/> — 4, ^ praecifei non ansea; 
fimque ^ r, /, *, u> &c. fortes ipforum g^R,S, T % V, &c. Di- 

1 1 1 1 

ro fore* — — r 4 54- — /+ — - 0+ &c. 

2 4 8 16 

Demonftratio* 

Vocctur A collufor ille, qui poft n-\~ f ludos vincere fup* 
ponitur : hie intrare debet in ludum poft p ludos pera&os, &c 
turn ludet contra adverfarium, qui jam vei unum vei duos, 
vel tres, &c. coilufores fucceftive vicit. Jam cum, ut primus 
cafus contingat, & ut collufor A omnes fuos coilufores prater 
unum, id eft, n — 1 coilufores fucceflive vincat, a>que proba- 
bile fit quam utadverfarius ejus vincat # — 1 coilufores, id 
eft, Cquia jamunius colluforis vi<3or fuit) ut certamen finiat 
poft n+p — i ludos pera&os ; hujufque eventus probabilitas 
fit = r : erit probabilitas ut collufor A unum adhuc colluforem 

cundus ; cafus exiftat,& utA omnes coilufores prater duos vin- 
cat,asque probabile eft quam uc certamen finiatur poft » f f> — 1> 
ludos, adeoque ut tunc A vincat adhuc duos coilufores, id eft, 

ut certamen finiat poft . + , ludos, probabilitas erit = 1 , 



Eodem modo ut, tertio cafu exiftente,<4 vincat omnes collufo- 

res, probabilitas eft — - 1 ; ut quarto — — u, &c. Quare ut 

8 16 

indifle- 
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indiffereftter certamen finiatur poft n *}-/> ludos, probabiiitas eft 

i i i t 

— r + — *4- — 1-\- — u+&c. —q. St E, D* 
a 4 8 j- 6 

Corollarium I. 

Facile hinc invenitur quaenam fit probabiiitas ut certamen 
iiniatur intra datum quemvis ludorum numerum. Series enim 

fra&ionum incipientium a fra&ione -—[* quarum denomina- 

tores crefcant in continua proportione dupta, numerator au- 

tem cujufquefradionisfit fummanumeratorum tot fra&ionum 

immediate praecedentium quot funt unitates in n- — I, dabit 

omnes fucceffive probabilitates, ut certamen finiatur pcra&is 

pnecife n, # + 1, # + 2 , * + 3 &c ludis : & per confequens 

fi addantur tot termini hujus feriei quot funt unitates in />+ 1, 

fumma ipforum exprimet probabilitatem ut certamen finiatur 

ad minimum ludis n 4- p pera&is. Ex.^r. Si fint coJlulbres 4, 

11x358 

adeoque n = %, habebitur hxc feries — , — -, — , — , ~ -? 

^ J 4 8 16 3* 64 128 

*3 « * r rfi ,. x 3 8 19 43 94 ±01 

, — &c. E qua fi fiat alia — , — , — , — , — -, — r, — - f 

256 jix 4 8 16 31 64 ix8 256 

d™. cu jus termini fint fummse terminorum pracedentis feriei, 

denotabunt iidem termini qualis fit probabiiitas ut certamen 

finiatur ad minimum 3, 4, 5, 6, &c. Judis. 

Corollarium 2. 

Poteft terminus quicunque prions feriei (excepto primo ter- 
mino,) ut & fumma omnium terminorum, id eft, terminu s 
quicunque pofterioris feriei, per formulam generalem expri. 
mi hoc modo. Si n ~f- 1 fit numerus collufbrum, & p fit nu. 
merus terminorum, eric ultimus terminus pcioris feriei 
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p- ^jfXf-^iff i*p~ 4*4-2 *; -- 40 + 7 _^ c £c 

1*2x3*4X2** 

fumma omnium terminorum five ultimus terminus pofterioris 
feriei = : t 
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p — 3 #xp — 3# + ixp-^3 # + 2, */>— 30 + 7 
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Tabula I. 

N°.i 

1 r 

*""*■" ^^ "■]** ' - if 

x ' 2 



I c 



d 



I 



N°. 2. 



I I 

— 0-T — tf-f — 7 

4 4 z 

1 1 , r . 1 

_f4. — * + -*•< — jr 
80 42 



1 1 * * * , 

4 j j f«. . 

2 4 8 16 



1 1 

• — x/H — * * 



2* 



a: 



% ] 4 8 ^ l6 2" 2' 

I II J * f. .r * 

— /+ — + , 7r + ~ T - - • -7 ** + --**• 

fc 4 8 IP 2** 2*- 







2 4 



1 11 

8 16 
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N° 3 . 



1 1.1 1 
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*/+-- 



N°, 4 . 



*— y 



1 
-A 



1 



PC <■— — - * r "' 1 If 
% 
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u — — / 



z 
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X 

I 



* 



I 



— — m 



h*k 



1 



»~ 1 



%c 



% n~x * 



N°. fr 
1 

1 



* c 



«—i 



% d 



n— 2 



N .? 



N 3 .8. 



4 



x r - - 2, // 



* e :=: 4^-— 4 f 



N°. 9. 



I 



m 



n~- 5 



X£ 



xr=zxd-~y—%d—e 
u^qe—x—iy^e—z d—e 



c~ax 



d-=.c 
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Corollarium 3- 



1 4*- 2" 



Poteftquispriufquam ludus inchoetur in fe fufcipere, ut fum- 
mam + 1 de qua collufores contendunt, & muleias omnes 
pendat, fi fibi initio in manus datum fit n -j- 1 4- % n —i*p. 

Demonftrationem duorum praecedentium coroliariorum cu- 
riofis indagandam reiinquo. 
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